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В работе представлена фрактальная модель эволюции теплового поля в сегнетоэлектрических 
материалах в условиях интенсивного нагрева. Математическая модель формализована в виде 
начально-граничной задачи для уравнения с частными производными, содержащего производ-
ную дробного порядка по времени. Вычислительный алгоритм решения задачи строится на ос-
нове аналога разностной схемы Кранка — Николсон с использованием формулы Грюнвальда 
— Летникова для аппроксимации производной дробного порядка. Разработана прикладная 
программа, позволяющая проводить компьютерное моделирование процесса теплопроводности 
для эредитарных сред в одной из частных постановок. Проведена верификация работы алго-
ритма на тест-задаче. Представлены результаты вычислительных экспериментов на примере 
оценки теплового распределения в образце типичного сегнетоэлектрического кристалла триг-
лицинсульфата в окрестности температуры фазового перехода. 
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Введение 
В последние годы в числе математических моделей динамических систем особым об-
разом позиционируют модели объектов, которые объединяются одним из важнейших при-
знаков — фрактальностью. Как правило, свойство фрактальности моделируемых систем 
рассматривают по отношению к пространству и времени. В первом случае речь идет либо 
о самоподобном строении с проявлением масштабной инвариантности или скейлинга, ли-
бо о наличии неоднородностей, шероховатостей, изрезанности или пористости в структу-
ре или на поверхности самого объекта. Для апостериорного анализа и геометрического 
моделирования подобных систем привлекают методы фрактального и мультифрактально-
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го анализа [1]. Теоретические концепции фрактальной геометрии востребованы при моде-
лировании характеристик сильно развитой турбулентности, в анализе процессов усталост-
ного разрушения материалов, при исследовании топографического и потенциального кон-
траста твердотельных сред, при описании процессов поглощения и рассеяния в пористых 
материалах, в задачах изучения строения биологических систем, в квантовой механике 
при описании волновых функций и во многих других прикладных задачах. Фрактальность 
физических объектов по отношению к фактору времени часто выражается таким важным 
свойством, как эредитарность или присутствие эффекта памяти в моделируемых системах 
[2]. При этом следует отметить, что дословный перевод термина «эредитарность» (наслед-
ственность) вызывает некоторое смешение терминов, относящихся к характеристикам 
функционирования систем во времени — «запаздывание» и «эффект памяти». Свойство 
запаздывания определяет зависимость состояния системы в текущий момент времени от 
состояния, в котором пребывала система в определенный момент в прошлом. Эредитар-
ность или память, в целом, определяет зависимость состояния системы от целого периода 
времени в прошлом.  
Математически переход от детерминированного представления динамической модели 
к ее фрактальному описанию может быть осуществлен с помощью аппарата дробного 
дифференцирования и интегрирования [2-7]. В частности, для математической формали-
зации характеристик фрактальных сред используют производные дробного порядка по 
пространственным координатам, а для представления эредитарных свойств системы или 
эффекта памяти — дробную производную по времени. Известна практика применения 
дробно-дифференциального подхода в математическом моделировании вязкоупругих 
сред, фильтрации в сложных неоднородных пористых средах, процессов трансформации 
полей температуры и влажности в приземном слое атмосферы [3, 8-9], кинетики диспер-
сионного переноса носителей заряда в полупроводниковых структурах [10], процессов 
аномальной диффузии и диффузии частиц в неоднородных средах [11-13], процессов теп-
лопроводности [14-16]. В связи с тем, что аналитические решения дробно-
дифференциальных уравнений с частными производными вызывают особые затруднения, 
в практике математического моделирования широко применяют численные методы, в том 
числе конечно-разностные [16-22].  
Приложения фрактально-синергетического подхода в современном материаловедении 
затрагивают вопросы исследования динамики поведения и описания термодинамических 
неравновесных состояний неоднородных нелинейных систем. В данном аспекте можно 
выделить класс полярных диэлектрических материалов — сегнетоэлектриков, которые по 
ряду характеристик ведут себя как фрактальные среды с памятью [23-27]. Например, в ра-
ботах [23-24] представлены результаты анализа фрактальных и мультифрактальных 
свойств доменных конфигураций, а исследования авторов в [25-26] предполагают исполь-
зование дробно-дифференциального подхода для описания процессов переключения, рас-
чета токов переключения поляризации и оценки гистерезисных зависимостей [27] поляри-
зации от внешнего поля в сегнетоэлектрических материалах. Вместе с тем, важным свой-
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ством сегнетоэлектриков является их принадлежность к классу пироэлектрических мате-
риалов, которые характеризуются присутствием пироэлектрического эффекта — измене-
нием величины спонтанной поляризации при изменении температуры [28-31]. Многие 
приложения сегнетоэлектриков основаны на их пироэлектрических свойствах. В связи с 
чем, определенный научный интерес вызывает развитие дробно-дифференциальных ма-
тематических моделей процесса теплопроводности в сегнетоэлектрических материалах.  
Целью настоящей работы являлась формализация и построение вычислительной схе-
мы для реализации математической модели процесса теплопроводности эредитарных сред 
на основе концепций дробно-дифференциального исчисления в приложении к описанию 
процессов интенсивного нагрева (по отношению к температуре фазового перехода) сегне-
тоэлектрических материалов. 
1. Постановка задачи моделирования процесса теплопроводности 
нелинейного пироэлектрика: дробно-дифференциальный подход 
1.1. Аналитический аппарат моделирования диффузионных процессов во 
фрактальных средах 
Начиная с XVII в. получил развитие математический анализ на основе интегро-
дифференциальных операторов нецелых порядков. Первые упоминания о производных 
дробного порядка связывают с именами Бернулли, Лейбница, Лопиталя, Эйлера и Фурье. 
В настоящее время в научной литературе представлен ряд альтернативных подходов к оп-
ределению дробной производной, основанных на работах Адамара, Вейля, Рисса, Маршо, 
Капуто и др., в том числе один из наиболее известных — понятие дробной производной 
Лиувилля и Римана [2-4]: 
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где  x  — гамма-функция Эйлера.  
Продолжая теорию Лиувилля, Грюнвальд и Летников независимо развили понятие 
дробной производной с использованием идеи конечно-разностных отношений [2-3, 17, 
22]. 
При численном решении дифференциальных задач, содержащих дробные производ-
ные, часто используют методы, представляющие различные модификации метода конеч-
ных разностей и основанные на применении формулы Грюнвальда — Летникова. В осно-
ве такого подхода лежит конечно-разностный аналог формулы Грюнвальда — Летникова 
для аппроксимации производной дробного порядка на сетке  , 0,...,h iz ih i N    : 
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где  — порядок дробного дифференцирования; N — число разбиений исходного отрезка; 
h — шаг сетки. 
Можно отметить, что применение формулы Грюнвальда — Летникова для определе-
ния дробной производной возможно только при решении дробно-дифференциальных за-
дач с однородными начальными условиями. Решение дробно-дифференциальных задач, 
включающих неоднородные начальные условия  0 0u z u , потребует дополнения дробно-
дифференциального оператора Грюнвальда — Летникова корректирующим слагаемым 
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 [22].  
Одной из базовых фрактальных моделей, формализуемых с помощью дробно-
дифференциального приближения, является математическая модель аномальной диффу-
зии [2-6, 11-13, 17]. В одномерном (по отношению к пространственной переменной) слу-
чае в основе модели аномальной диффузии лежит уравнение следующего общего вида: 
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где  ,u x t  — искомая функция (концентрация диффундирующего вещества), D — коэф-
фициент диффузии,  ,f x t  — функция источника, 0 2   , 1 2  — порядки диффе-
ренцирования, используемые в операторах дробного дифференцирования Римана — Лиу-
вилля (1) по времени и пространству соответственно. В условиях конкретных приложений 
задача (3) замыкается заданием начального и граничных условий, соответствующих об-
ласти решения   , : 0, 0x t t x L      и ее границе .  
Порядки дробного дифференцирования по времени и пространству в задаче (3) допус-
кают вариации, которые в полной мере отвечают физическому смыслу моделируемых яв-
лений [2]. Если зафиксировать порядок производной по координате 2  , а порядок про-
изводной по времени   будет лежать в интервале  0,1 , то уравнение (1) опишет процесс 
субдиффузии (замедленное блуждание, sub-diffusion); при 1   наблюдаем классическую 
диффузию; при варьировании   в диапазоне  1,2  получим выраженную диффузию 
(hyper-diffusion), при 2   имеем классическое волновое уравнение. Если же значение   
зафиксировано 1  , а   изменяется в интервале  1,2 , то уравнение (3) — это уравнение 
супердиффузии (ускоренное блуждание, super-diffusion, при котором процесс диффузии 
идет быстрее, чем это определено классической моделью); при 1   получим уравнение 
переноса, а 2   вновь дает уравнение классической диффузии. 
Как известно, в классической формулировке процесс теплопроводности соответствует 
диффузии тепла в пространстве, которая математически определяется аналогичными (по 
отношению к процессу диффузии материи) уравнениями. Так же, как и модель диффузии, 
модель процесса теплопроводности допускает дробно-дифференциальную модификацию 
[14-16], при этом  ,u x t  в уравнении (3) будет соответствовать температурному распреде-
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лению в объекте, а 2D a  — коэффициенту тепловой диффузии или коэффициенту тем-
пературопроводности. Следует отметить, что размерности физических параметров в таких 
моделях не являются согласованными в связи с введением дробно-дифференциальных 
операторов разных порядков, поэтому при решении модельных задач в нормированном 
представлении полагают величину a константой, характеризуемой единицей измерения — 
2м с . При решении задач из конкретных предметных областей требуется дополнитель-
ное согласование размерностей характеристик моделируемых систем.  
1.2. Математическая модель процесса теплопроводности эредитарных сред 
Сформулируем описание математической модели со следующей концептуальной по-
становкой. Будем считать, что оценке подлежит температурное распределение в объеме 
некоторого сегнетоэлектрического кристалла определенных геометрических размеров при 
воздействии на одну из граней образца интенсивным однородным по площади тепловым 
потоком заданной мощности. Начальная температура объекта соответствует комнатной 
температуре. Уровень нагрева таких материалов можно оценивать по отношению к темпе-
ратуре Кюри (температуре фазового перехода), при перегреве через которую материал пе-
рестает быть сегнетоэлектриком и становится линейным пироэлектриком (осуществляется 
термодинамический переход из сегнетофазы в параэлектрическую фазу). Особенностью 
многих сегнетоэлектриков (будем исходить из класса материалов, характеризуемых фазо-
вым переходом II рода) являются наблюдаемые «аномалии» теплофизических и пироэлек-
трических характеристик данных сред вблизи температуры Кюри [28, 31].  
Введем в рассмотрение детерминированную математическую постановку начально-
граничной задачи для одномерного уравнения нелинейного уравнения теплопроводности: 
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где  ,T x t  — температурное распределение в объекте, K; kT — коэффициент теплопро-
водности, Вт/(мК); c — удельная теплоемкость, Дж/(кгК);  — плотность материала, 
кг/м3; L — линейный геометрический размер объекта, м; t0 — начальный момент 
времени, с;  ,f x t  — объемная плотность мощности тепловых источников, Вт/м3. 
Анализ ряда экспериментальных данных для типичных сегнетоэлектрических мате-
риалов свидетельствует о том, что в широком температурном диапазоне температурной 
зависимостью коэффициента теплопроводности сегнетоэлектрических материалов можно 
пренебречь, в то время как -образная зависимость теплоемкости от температуры является 
ярко выраженной и может оказать влияние на характер температурного распределения в 
материале. В связи с чем, примем соответствующее упрощение математической модели в 
постановке (4) и перейдем к ее «субдиффузионному» представлению, позволяющему ис-
следовать процессы теплопроводности, протекающие в эредитарных режимах: 
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где   — порядок дробной производной Римана — Лиувилля по времени,  0,1 ; 
st t   — безразмерное время; ts — некоторое характерное время процесса, с; 0 0 st t  . 
Заметим, что представленное уравнение теплопроводности (5) с учетом безразмерной 
переменной времени   позволяет корректным образом согласовать размерности физиче-
ских величин, определяющих состояние моделируемой системы. Для представления ре-
зультата в виде температурного распределения в различные моменты времени потребует-
ся обратный переход st t  . Уравнение (5) дополним начальным условием: 
  0 0, , 0T x T x L    , (6) 
где 0T  — температура окружающей среды. 
Для облученной поверхности кристалла введем граничное условие II рода и зададим 
тепловой поток на границе области: 
 
 
0
,
Tx
T x Q
x k

 
 

, 0   , (7) 
где Q P S  — удельная мощность поверхностного тепловыделения, Вт/м2; P — мощ-
ность теплового источника, Вт; S — площадь нагреваемой грани образца, м2. 
При задании условия на противоположной грани кристалла при x L  будем считать, 
что эта граница существенно удалена от градиентной зоны (рассматривается модель «тол-
стого» кристалла) и на ней устанавливается температура, равная температуре окружаю-
щей среды:  
   0, x LT x T  , 0   . (8) 
Итоговая геометрическая схема объекта приведена на рис. 1. 
 
Рис. 1. Геометрическая схема объекта и действующего источника тепла  
 
Таким образом, математическая постановка задачи включает дробно-дифференциаль-
ное уравнение с частными производными (5), начальное (6) и граничные условия (7)-(8). 
Ограничениями представленной математической модели (5)-(8) является пренебрежение 
процессом теплообмена кристалла с окружающей средой и отсутствие учета возможности 
возникновения электрокалорического эффекта.  
Теоретические вопросы существования и единственности решения начальных и на-
чально-граничных задач для уравнения аномальной диффузии (4) и дробно-
дифференциального уравнения теплопроводности (5) представлены во многих фундамен-
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тальных обзорах и современных публикациях [3-7], в частности, для задач, содержащих 
производные в граничных условиях [7].  
2. Вычислительная схема для решения уравнения теплопроводности 
с дробной производной по времени  
Для численного решения задачи в постановке (5)-(8) сконструируем конечно-
разностную схему, представляющую «фрактальный» аналог схемы Кранка-Николсон. С 
этой целью воспользуемся формулой Грюнвальда — Летникова для определения произ-
водной дробного порядка и представлением конечно-разностных операторов, соответст-
вующих дробно-дифференциальным операторам, для случая функции многих перемен-
ных. 
Сформулированная математическая постановка задачи включает неоднородное на-
чальное условие (6). Для того, чтобы избежать модификаций, связанных с введением кор-
ректирующего слагаемого в конечно-разностную схему, примем температуру окружаю-
щей среды T0=0 и далее будем считать, что оценке подлежит температура перегрева мате-
риала. При визуализации результата далее выполним обратный переход.  
В условиях начально-граничной задачи (5)-(8) для дробно-дифференциального урав-
нения с частными производными введем в рассмотрение пространственно-временную 
сетку 
    01 , 1,... , 1 , 1, 2,p jh ix i h i M j p j           K , 
где 
1
L
M
h

  — шаг по координате x; p — шаг по времени . Аппроксимация уравнения (5) 
может быть записана на основе модификации конечно-разностных схем, используемых 
для классических уравнений параболического типа. Введем аналог схемы Кранка — Ни-
колсон для 2,..., 1i M  , 1,2,...j  : 
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 
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 
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1 1 1 1
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    
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  
      
    
, (9) 
где 
 
j T s
i j
i
k t
b
c T


, а температурная зависимость теплоемкости определяется посредством 
прямой аппроксимации экспериментальных данных для конкретного материала (значение 
теплоемкости для (j+1)-го временного слоя вычисляется через значение температуры на 
предыдущем временном слое).  
Вычислительная схема (9) может быть преобразована к общепринятому виду: 
1 1 1
1 12 2 2
1
2 2
j j j
j j ji i i
i i i
b p b p b p
T T T
h h h
  
  
 
 
    
 
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   
 
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1 2
1
1 12 1 2
1
1
2 ,
2 1
j j j
j j j j ki i s
i i i ij
k
i
kb p f t p
T T T T
h kc T
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 
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
  
     
   
 (10) 
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где 2,..., 1i M  , 1,2,...j   
В некоторых случаях для того, чтобы указать, что память системы ограничена q 
предшествующими состояниями (short memory), суммирование в последнем слагаемом 
(10) проводят для 1,k q  [16]. Шаблон конечно-разностной схемы представлен на рис. 2. 
 
Рис. 2. Шаблон конечно-разностной явно-неявной схемы (пунктиром отмечены узлы, используемые при 
вариации модели с учетом кратковременной памяти) 
 
Система конечно-разностных уравнений (10), заданная для всех внутренних узлов 
сетки, дополняется начальным условием 1 0iT   при 1,...,i M  и граничными условиями. 
Учет условия Дирихле проводится для узлов, близлежащих к границе области 0jMT   при 
1,2,...j  , а граничное условие Неймана в конечно-разностном виде 
1 1
2 0
2
j j
T
T T Q
h k
 
   при 
1,2,...j   учитывается в модифицированных уравнениях (10) на основе введения фиктив-
ных узлов сетки при 0i  . Итоговая система линейных алгебраических уравнений эффек-
тивно решается методом прогонки для каждого текущего временного слоя.  
Порядок аппроксимации всей схемы, представляющей аналог схемы Кранка — Ни-
колсон, соответствует  2O p h . Кроме того, ранее было показано [19], что при 0 1    
схема подобного вида является абсолютно устойчивой. В целом, можно отметить, что не-
явная схема, описанная, например в [16-17], не уступает по порядку аппроксимации схеме 
Кранка — Николсон для дробно-дифференциальных уравнений. Тем не менее, тестирова-
ние схем на предмет практической оценки погрешностей решений свидетельствует о том, 
что явно-неявная схема демонстрирует лучший по точности результат. При этом для при-
кладных задач, которым соответствуют значительные по величине коэффициенты диффу-
зии (тепловой диффузии), дополнительного исследования потребует свойство монотонно-
сти конструируемых схем. 
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3. Тест-пример и верификация работы прикладной программы  
С целью решения рассмотренного класса задач (5)-(8) на основе конечно-разностной 
схемы (10) была разработана прикладная программа в ППП Matlab. Проверку адекватно-
сти работы программы проведем с использованием тест-задачи, для которой известно 
аналитическое решение.  
Введем в рассмотрение начально-краевую задачу для дифференциального уравнения с 
дробной производной по времени: 
 
 
 
 
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2
2
2
2
1.5
u u
x L t t
t x


 
   
  
, 0 x L  , 0t  , (11) 
с начальным и граничными условиями: 
  ,0 0u x   при 0 x L  , 
 
0
,
2
x
u x t
Lt
x


 

,  , 0
x L
u x t

  при 0t  .  (12) 
Функция    
2
,u x t x L t   является точным решением задачи (11)-(12) при значении 
порядка дробного дифференцирования 0.5  .  
Фиксируя значение параметра 10L  , шаги по координате и времени: 0.01h p  , 
построим численное решение задачи. На рис. 3 показаны результаты в сравнении с анали-
тическим решением задачи (11)-(12).  
 
а 
 
б 
Рис. 3. Сравнение численного и аналитического решений задачи (11)–(12): а — координатное представление 
искомой функции в фиксированные моменты времени 
*
1 0.01t   (численное 1 и точное 2 решения),  
*
2 0.4t   (численное 3 и точное 4 решения) и 
*
3 0.9t   (численное 5 и точное 6 решения); 
б — динамика изменения функции в точке * 0x   (численное 1 и аналитическое 2 решения) 
В условиях данного примера погрешность решения, определенная с использованием 
равномерной нормы для фиксированного момента времени 
* 1t  , составила: абсолют-
ная — 0.19, относительная — 0.2 %. 
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На рис. 4 продемонстрированы результаты численных решений задачи (11)–(12) 
с учетом вариации значений порядка дробного дифференцирования по времени . Можно 
отметить, что для задачи (11)–(12) уменьшение  приводит «к усилению» тренда поведе-
ния искомой функции: при 0.3   максимальное значение функции превышает на 20 % 
значение функции при 0.99   — в случае, близком к решению классического уравнения 
теплопроводности. 
 
Рис. 4. Численное решение уравнения теплопроводности (11) в фиксированный момент времени * 1t   при 
различных значениях порядка дробной производной: 1 — 0.3  , 2 — 0.5  , 3 — 0.8  , 4 — 0.99   
4. Вычислительный эксперимент и анализ результатов 
Результаты компьютерной реализации математической модели в постановке (5)-(8) 
представим на примере оценки температурного распределения в образце типичного сегне-
тоэлектрического кристалла триглицинсульфата (ТГС, (NH2CH2COOH)3H2SO4). Кристалл 
ТГС является «модельным» сегнетоэлектриком с температурой Кюри 48.5CT : C, для ко-
торого известны и хорошо изучены многие теплофизические и пироэлектрические харак-
теристики [28]. Выбор объекта вычислительного эксперимента также обусловлен приме-
нением данных материалов в пиротехнических устройствах и приемниках, поэтому иссле-
дование их тепловых свойств является достаточно актуальным. В физическом экспери-
менте особое внимание уделяется исследованию пироэлектрических откликов, либо оцен-
ке распределения пироэлектрических характеристик по объему кристалла [29-30].  
Проведем инициализацию параметров вычислительного эксперимента. Параметры 
физико-математической модели установим в соответствии с выбранным объектом и дан-
ными экспериментальной оценки пироэлектрических токов [29] кристаллов ТГС в режиме 
нагрева кристалла световым потоком большой мощности. Коэффициент теплопроводно-
сти 0.8Tk   Вт/(Км), плотность материала 
31.6 10    кг/м, аналитическая зависимость 
теплоемкости ( )c T  получена на основе аппроксимации экспериментальных данных [31] 
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кубическими эрмитовыми сплайнами (как показано на рис. 5), внутренние тепловые ис-
точники отсутствуют f=0, поверхностная мощность источника 42.3 10Q    Вт/м2.  
 
Рис. 5. Модельное представление температурной зависимости теплоемкости в широком интервале 
температур (сплайн-аппроксимация данных физического эксперимента [31]) 
 
Линейный размер расчетной области принят равным 25L   мм, при этом реальное 
значение толщины кристалла составляет 3 мм. В некотором приближении такое допуще-
ние и задание граничного условия I рода в форме (8) можно считать оправданными ввиду 
использования в физическом эксперименте «толстой» подложки, обладающей схожими с 
основным объектом теплофизическими характеристиками. В эксперименте [29] использо-
вана эбонитовая подложка с теплофизическими характеристиками: 0.2Tk   Вт/(Км), 
31.5 10    кг/м, 1430c   Дж/(кгК). В данном случае мы предполагаем наличие идеально-
го теплового контакта, более детальный расчет потребует учета условия, возникающего на 
границе сопряжения двух сред.  
В силу особенности математической постановки задачи, температура среды и началь-
ная температура объекта в модели приняты 0 0T  C с последующим сдвигом на 22C при 
визуализации результатов. Для линейного режима использовано значение коэффициента 
тепловой диффузии 2 73.125 10a    м2/с. Параметры управления вычислительным процес-
сом: 0.25h   мм, 0.1p   с, значение порядка дробного дифференцирования  варьирова-
лось, 1st   c, промежуток времени наблюдения — [0, 5] c. 
Результаты моделирования приведены на рис. 6, а при значении порядка дробного 
дифференцирования 0.7  . Для сравнения представлены данные реализации классиче-
ской модели теплопроводности, а также фрактальной модели и классической модели в ус-
ловиях линейного температурного режима (при постоянных значениях теплофизических 
характеристик кристалла).  
Данные, полученные в результате вычислительных экспериментов, свидетельствуют о 
том, что в рассмотренном интервале при данной мощности теплового источника происхо-
дит перегрев кристалла за температуру Кюри, что, в целом, соответствует данным экспе-
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римента [29]. Также можно отметить, что учет нелинейной зависимости удельной тепло-
емкости от температуры оказывает влияние на ход температурных кривых: линейная мо-
дель теплопроводности дает несколько завышенный уровень перегрева материала (до 
10 %) (см. рис. 6, а).  
  
а б 
Рис. 6. Результат моделирования распределения температуры в образце кристалла ТГС: а — координатное 
представление *( , )T x t  в последний момент времени наблюдения * 5t   c (зависимости 1 и 2 отвечают 
реализации нелинейных моделей теплопроводности с целой и дробной производной при 0.7   соответ-
ственно, а 3 и 4 — их линейным аналогам); б —температурная динамика *( , )T x t  в точке действия источ-
ника * 0x   (зависимость 1 — 1 0.5  , 2 — 2 0.7  , 3 — 3 0.9  , 4 — классическая модель 4 1  ) 
 
Детальное сравнение значения уровня перегрева, полученного с использованием клас-
сической модели теплопроводности и ее фрактального аналога, с экспериментом, возмож-
но на основе анализа «времени Кюри» — времени, при котором исчезала петля гистерези-
са в эксперименте, и кристалл, соответственно, прогревался до температуры Кюри 
(TC48.5C). Для данной мощности источника и толщины кристалла это время соответст-
вует 3 с. Рис. 6, б дает информацию о поведении температурной динамики при реализации 
фрактальной модели с различными значениями порядка дробного дифференцирования. 
Наиболее адекватной моделью, отвечающей этим данным, является нелинейная дробно-
дифференциальная модель теплопроводности с порядком дробного дифференцирования 
0.7. Данный факт свидетельствует о необходимости использования модифицированных 
моделей при анализе полевых эффектов, возникающих в эредитарных средах. 
Заключение 
В настоящей работе для одной из частных постановок — смешанной начально-
граничной задачи для дифференциального уравнения с частными производными и дроб-
ной производной по времени сконструирована вычислительная схема, представляющая 
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аналог схемы Кранка-Николсон, проведена ее программная реализация и верификация на 
основе решения тест-примера. Результаты компьютерного моделирования продемонстри-
рованы для прикладной задачи — оценки температурного распределения в образце сегне-
тоэлектрического кристалла при интенсивном, по отношению к температуре фазового пе-
рехода, тепловом нагреве. Показано, что классическая модель дает завышенную оценку 
температурной динамики. Данные вычислительных экспериментов подтверждают, что в 
ряде прикладных задач требуется модификация классических моделей с учетом специфи-
ки сред, полевые характеристики которых подлежат исследованию методами и средства-
ми математического моделирования.  
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Ferroelectrics, due a number of characteristics, behave as hereditary materials with fractal 
structure. To model mathematically the systems with so-called memory effects one can use the 
fractional time-derivatives. The pyro-electric properties of ferroelectrics arouse interest in devel-
oping the fractional-differential approach to simulating heat conductivity process. 
The present study deals with development and numerical implementation of fractal heat 
conductivity model for hereditary materials using the concepts of fractional-differential calculus 
applied to the simulation of intensive heating processes in ferroelectrics. 
The paper proposes a mathematical model governed through mixed initial-boundary value 
problem for partial differential equation containing a fractional time-derivative as well as nonlin-
ear temperature dependence on the heat capacity. To solve the problem the computational algo-
rithm was designed which is based on an analog of the Crank – Nicolson finite difference 
scheme combining with the Grunwald – Letnikov formula for fractional time-derivative approx-
imation. The approximation of Neumann boundary condition is included into the finite differ-
ence problem statement using scheme of fictitious mesh points. The total system of linear alge-
braic equations is solved by sweep method.  
The designed application program allows one to perform the computer simulation of heat 
conductivity process in hereditary materials. The model verification was performed for numeri-
cal solving test problem with known analytical solution. The results of computational experi-
ments are demonstrated for the example of estimating heat distribution in a typical ferroelectric 
crystal of TGS (triglycine sulfate) near the temperature of phase transition. The fractional deriva-
tive order was approximately evaluated to be 0.7 at variation of this parameter. We applied the 
http://mathmelpub.ru ISSN 2412-5911
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comparison of fractal model implementation results with experimental data related to the time 
when the ferroelectric crystal is heated to Curie temperature. These findings demonstrate that 
one needs to use the modified models at the analysis of the field effects arising in hereditary ma-
terials. 
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